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Groupes d'Automorphismes des Boucles de Moufang Commutatives 
LUCIEN BENETEAU ET JACQUELINE LACAZE 
Let E be a given finitely generated Commutative MoufangLoop (CML for short); let k(E) be its 
associative central nilpotency class, C/J(E) its Frattini subloop and r(E) the smallest normal 
subloop of E such that k(E;nEJl < k(E). Using mainly the canonical mappings from G =Aut(E) 
into Aut(E;<P(E)) or Aut(E;r(E)l we shall give upper bounds for the order of G. More accurate 
results may be stated if E is assumed to have exponent 3, or when E is free in some sense. If E is the 
free loop on n generators among the CMLs (resp. exponent 3 CMLs) whose nilpotency class is at 
most 2, then the exact sequence 
f 
0-+ Kerf-+ G -+ Aut(E;nEl)-+ 0 
splits so that an explicit description of G may be given: it is some semi-direct product of a linear 
group by an elementary abelian 3-group of dimension nG). Particularly the well-known loop L(3), 
which is the free exponent 3 CML on 3 generators, has a semi-direct product of GL(3, IF3 ) by IF~ for 
its group of automorphisms. In another connection, 1Aut(L<4 >1 = 29 .338 .5. 13 where L<4 >is the free 
exponent 3 CML on 4 generators. 
1. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME 
Les Boucles de Moufang Commutatives (BMC) sont les boucles commutatives dans 
lesquelles XX 0 yz = xy 0 xz est verifie pour tout X, y, z. Nous reprendrons ici implicitement 
le formalisme de [3]. Les BMC d'exposant 3 sont classiquement apparentees aux Systemes 
Triples de Hall (STH), i.e. Systemes triples de Steiner oil tout triplet de points non 
colineaires engendre un sous-systeme isomorphe au plan affine a 9 elements. On s'est 
souvent interroge sur les proprietes et Ia structure du groupe des automorphismes d'un 
STH, sans trouver de reponse vraiment satisfaisante (voir [12]). Ces groupes sont bien sur 
transitifs, mais non primitifs et non transitifs sur les droites a mains que le STH considere ne 
soit un espace affine ... 
L'etude presente est une etape essentielle pour Ia determination de des groupes 
auxquels sera plus specifiquement devolu un travail ulterieur. Sans autre precision disons 
ici que les groupes d'automorphismes des BMC d'exposant 3 sont aux groupes 
d'automorphismes des STH ce que les groupes lineaires sont aux groups affines. Ce pour 
des raisons evidentes lorsque l'on sait que les BMC d'exposant 3 et les STH pointes sont 
des especes de structures equivalentes. On retrouve Ia meme situation entre les BMC (non 
necessairement d'exposant 3) et les "Quasigroupes de Manin" [10]. Ce qui suit est 
exclusivement consacre aux BMC eta leurs groupes d'automorphismes, avec les quelques 
retombees immediates au cas particulier priviligie des BMC d'exposant 3. Nous renvoyons 
le lecteur a Ia bibliographie pour une traduction de ces resultats concernant les structures 
apparentees aux BMC (STH, Groupes de Fischer, quasigroupes distributifs, etc....) qui 
ne seront evoquees a aucun moment dans Ia suite. 
Parle biais des automorphismes interieurs, le groupe des automorphismes d'une BMC 
renferme des renseignements fondamentaux sur Ia nilpotence de Ia boucle (cf. [7, VIII, 
Theorem 11.5]. On sait depuis peu que Ia BMC libre en n generateurs a pour classe de 
nilpotence centrale kn =sup(n -1, 1) (cf. [2, 11]). Mais en fait, seule Ia majoration 
initialement prouvee par Bruck, a sa voir kn ~ sup(n -1, 1), nous sera necessaire dans Ia 
suite. 
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2. Sous-souCLES REMAROUABLES; BoucLES LIBRES, BASES 
Dans une boucle, nous ecrirons s.b. pour sous-boucle. Si E est une BMC, pour tout 
nature! k, Zk(E) (resp. CdE)) designera le kieme terme de Ia serie centrale montante 
(resp. descendante; cf. [3]). Nous noterons Z(E) = Z1(E) le centre et D(E) = C1(E) Ia s.b. 
derivee, cfJ(E) Ia s.b. de Frattini et fJ(E) !'ensemble des x 3 pour x variant dans E. Si E est 
centralement nilpotent de classe finie k, on note F(E) = Ck-1(E). Bien sur 
Z(E), D(E), cfJ(E), fJ(E) et evenutellement F(E) sont des s.b. caracteristiques de E. 
Fixons un entier nature! k. Considerons les classes de structures algebriques suivantes: 
I[ooJ, classe des BMC; I[kl sous-classe des BMC verifiant Ck(E) = 1; I 3 , classe des BMC 
d'exposant 3. Dans Ia suite I designe l'une de ces classes, ou encore une intersection du 
type I[klni3 avec kEN. Par abus I designera aussi l'expece de structure dont Ia classe 
des objets est I, ou encore Ia categoric de ces objets, les morphismes etant les 
representations. II resulte de criteres generaux de theorie des ensembles [5] que: 
PROPOSITION ET DEFINITION 2.1. Pour tout ensemble B il existe un I-objet IE contenantB, 
unique a un I-isomorphisme pres, tel que toute application f de B dans un I-objet F se 
prolonge aIE en une representation unique de IE dans F. Nous dirons que IE est leI-objet libre 
de base I-libre B. 
2.2. Supposons maintenant /B/ = n, fini. Les objets libres de base libre B dans 
I[ooJ, I[kl• I 3 et I[k] n I 3 seront notes respectivement D..<nh D..(n,kh L<nl et L<n.k)· Ainsi par 
exemple L<n.kl est I'objet libre en n generateurs dans Ia categoric des BMC d'exposant 3 et 
declasse de nilpotence centrale ~k. Le theoreme de Bruck-Slaby [7] donne D..<nl = D..<n.n- 1) 
et L(n) = L(n,n-1)· Par ailleurs D..(n,k) = D..(n)/Ck(D.·(n)l = D..(n,k+1)/F(D..(n.k+l)) et de meme pour 
L(n,k) = D..(n,k)/9(U..(n.k))• 
2.3. Soit E une BMC (non necessairement libre). Si E est de type fini, definissons Ia 
dimension de E comme le plus petit entier d pour lequel E admet un systeme de 
generateurs de d elements. Une base deE sera un systeme de generateurs minimal. Un 
systeme I-libre sera un sous-ensemble S tel que Ia sous-boucle (S) soit isomorphe au 
I-objet libre de baseS par Ia representation qui prolonge Ids. Dire que "S est une base 
I-libre deE" (c'est-a-dire un systeme de generateurs minimal et I-libre de E) equivaut a 
affirmer au sens de 2.1 que "E est leI-objet libre de base I-libre S", ce qui enleve toute 
ambigu"ite a ces expressions. 
THEOREME 2.4. Soient B un ensemble den elements, n EN, et E leI-objet libre de base 
B. Tout endomorphisme surjectif de IE est un automorphisme. Si une partie de n elements 
engendre IE, c'est une base I-libre. Par ailleurs cP(IE) =D(IE). 
PREUVE. De fa<;:on generale tout endomorphisme surjectif d'une BMC type fini (non 
necessairement libre) est un automorphisme par noetherianite. En effet, dans une BMC de 
type fini, il a ete prouve [3] que toute s.b. est de type fini, ce qu'on peut aussi traduire par le 
fait que toute suite croissante de s.b. est stationnaire. On en deduit classiquement que, sif 
est un endomorphisme, a partir d'un certain rang on a Ker(/") = Ker(/"+1); side plus fest 
surjective il en vade meme de r et done !'implication: f(f" (x )) = 1~r (x) = 1 entraine 
l'injectivite. 
Si IE est leI-objet libre de base B = {eh e2, ... ' en} pour toute famille s ={sh s2, ... ' Sn} 
den elements de IE il existe un endomorphisme f de IE pour lequel f(ei) = si· Si (S) =IE, fest 
surjectif et done f E Aut IE d'apres ce qui precede, de sorte que S est, comme B, une base 
I-libre de IE. 
Considerons a present !'application canonique cp de IE sur iE =IE/ D(IE). Quel quel soit le 
choix de l'espece de structure I, le quotient iE est soit le 3-groupe abelien elementaire IF~, 
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soit Ie groupe abelien libre zn. Done tP(iE) = {1} et i1 resulte de [3, 6.1] que (IE)= c,51( IP(IE)) = 
D(IE), ce qui termine Ia preuve de 2.4. 
2.5. Le role essentiel des BMC d'exposant 3 provient de nombreuses proprietes, entre 
autres [1, 2.2]. Notons que L(n) et L(n,k) sont des 3-BMC finies (ILnl = 3t" et ILn,kl = 3tn.k 
avec tn,;;;; n +Lin et tn,k,;;;; n + 8n,k> les majorants Lin et 8n,k etant definis en [3, 3.3]). Or toutes 
les bases d'une 3-BMC finie ont meme cardinal, Ia dimension de Ia boucle consideree (cf. 
[3, 6.4]); d'ou nous avons Ia proposition suivante. 
PROPOSITION 2.6. Si IE= Ln (resp. L(n,k)), toute base de IE est 2.-/ibre, I etant I'espece de 
structure consideree (2.3 ou 2.3 n I[k]). En outre siS une partie den eliments de IE, pour que S 
so it une base il suffit que S so it 2.-/ibre, ou encore que (S) = IE. 
PREUVE. SiB est une base de IE, IBI = n d'apres [3, 6.4]. Done d'apres 2.4, comme B 
engendre IE, B est 2.-libre. Corollairement si on note B ={et. e2 , •.• , en} et si S = 
{st. s2, ... , sn} est une partie den elements deE, il existe un endomorphisme unique h de 
Ia boucle IE pour lequel h (e;) = S;, i = 1, e, ... n. SiS est 2.-libre, h est injectif; si par contre S 
engendre IE, h est surjectif. Mais chacune de ces deux suppositions signifie en fait que h est 
un isomorphisme, car IE est fini, et done que S est une base. 
REMARQUES 2. 7 
(i) Ceci n'est nullement vrai pour IE<nl et IE<n.k) qui pour chaque entier m ;;;. n admettent 
des bases de m eliments. II suffit pour s'en convaincre de remarquer qu'ici Ia s.b. 
derivee est une partie generiquement inutile au sens [3, 6.2], et d'appliquer [3, 6.3 
(iii)] en notant que IL(n,kl/D(IL(n.d = IL(n)/D(IL(n)) = IL(n,l) = (Zn, +), groupe abelien 
libre ou il est aise de construire des bases de cardinal arbitraire ;;.n. Bien entendu 
ces bases ne sont pas libres-rappelons que les bases sont ici seulement les systemes 
generateurs minimaux. 
(ii) Si n ;;;. 3 et k;;;. 2, les boucles L(n) et L(n,·k) sont non-associatives. Leurs bases ne 
peuvent done contenir aucun element central. On en deduit aisement de [3, 6.4] 
que dans une 3-BMC finie tout element n'appartenant pas ala s.b. de Frattini peut 
etre complete en une base. II s'en suit que: 
Z(L(nl) c 1'/J(L<nl) et Z(L<n.kl) c 1'/J(L<n.kJ). 
(iii) Par exemple, soit B une base libre de L(n)· On notera e l'unite de cette boule. 
L'ensemble sous-jacent a L<nh muni de x, y~(xy)-1 n'est autre que le QGM 
distributif libre en n + 1 generateurs, une base libre etant formee par {e} u B. 
3. GROUPE AuT(E), ou E EST UNE 3-BMC. Sous-GROUPES REMARQUABLES, 0RDRE 
Dans toute cette section, E designe une BMC de dimension d. Pour N < E, on notera: 
J{[Nl ={f EAut E/Vx EE, x - 1/(x) EN}. 
LEMME 3.1. SiN est une s.b. normale finie deN, contenue dans c/J(E), JC[NJ est un 
sous-groupe fini de Aut E, et son ordre divise IN I d. Plus particulierement, lorsque Nest une 
sous-boucle caracteristique, J{[NJ est un sous-groupe normal de Aut E. 
PREUVE. Si N<E, la relation R definie par xRy si et seulement si y-1xEN est 
transitive; en effet, pour tous x,y de E:x(yN)=xy.N, done xN=xN.N; done si 
y E xN, z E yN, on a z E xN. On en deduit que J{[NJ est un sons-groupe de Aut E, puisque 
xRf(x) et f(x )R (g of)(x) impliquent xR (g o f)(x ). 
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Soit {et. ... , ed} un systeme de generateurs deE, et PI'ensemble des suites de Ia forme 
u = (e1nt. . .. , ednd), avec n; EN. Comme Pestle produit cartesien de d classes modulo N, 
on a IPI =INId. Pour f EX[NJ et pour u = (e1nt. .. . , ednd), on pose f. u = 
(f(e1n1), ••• ,f(ednd)). Pour i = 1, ... , d, onaf(e;n;) =e;n;. n;, avec n; EN. Done f. uEP, 
puisque e;N. N = e;N. :JC[NJ opere done sur P. Le stabilisateur d'un element u de P est 
reduit a l'identite, car N etant finie et contenue dans c/J (E), c'est une partie generiquement 
inutile au sens de [3]. On en deduit que :JC[NJ est fini et que INid = IX[NJI· t, ou t designe le 
nombre d'orbites. 
SiN est une s.b. caracteristique deE, on peut definir un homomorphisme ({! de Aut E 
dans Aut E;N, en posant ({!(f)(xN) = f(x)N pour tout x EE. En effet, six E yN, on ax= yn 
avec n EN, f(x) = f(y )f(n) E f(y )N. ({!(f) est done bien defini. II est clair que ({! est un 
homomorphisme de groupes. Alors Ker ({! = :JC[Nl• qui est done un sous-groupe normal de 
Aut E. 
REMARQUE. Contrairement ace qui a lieu avec les sous-groupes d'un groupe, siN est 
une s.b. non necessairement normale, Ia relation R definie dans Ia demonstration 
precedente n'est pas en generale transitive. Par exemple, dans Ia BMC libre engendree par 
3 elements x, a, b, si N =(a, b) on a xa . b = xc, avec c = ab . (x, a, b) eN. 
LEMME 3.2. Si E est finie, et siNest une sous-boucle caracteristique deE contenue dans 
cP(E), alors IAut El divise INid .IAut BINI· 
PREUVE. En utilisant les notations de Ia preuve du Lemme 3.1, on a IAut El = 
IX[NJI.IIm ({II. On en deduit le resultat, puisque lim ({II divise IAut E;NI et que IXINII divise 
INid; ce qui termine Ia preuve. 
Soient Kn = X[D(Ell• KznD = X[Z(E)nD(Ell• et Kr = X[r(EJ} 
PROPOSITION 3.3. Kn est un 3-groupe fini, Kznn est isomorphe aun sous-groupe du 
3-groupe abelien elementaire (Z nD)d (produit cartesien), et Kr est isomorphe a un 
sous-groupe de rd. 
PREUVE. D(E) est une s.b. caracteristique deE, contenue dans cP(E), finie, d'expos­
ant 3, et ID(E)I = 38 avec 8 EN ([6, VIII 11.2]). On peutdoncappliquerles Lemmes 3.1 et 
3.2 a D(E) eta toutes les s.b. caracteristiques deE contenues dans D(E). 
IKnl divise done IV(EW =3d8 ; Kn est done un 3-groupe fini. 
KznD est un sous-groupe normal de Aut E, contenu dans Kn. C'est done un 3-groupe 
fini. 
Pour tout f EKznn, fln<EJ est l'identite de D(E). 
En effet, pour tout associateur (x, y, z ): 
f((x, y, z)) = (f(x ), f(y ), f(z )) = (x, y, z ), 
car x - 1f(x) EZ(E) pour tout x EE. 
Soit {eh ... ' ed} un systeme generateur de E. L'application t/1 qui a f EKznE fait 
correspondre (at. ... , ad) E (Z(E) nD(E)) defini par f(e;) = e;a; pour i = 1, ... , d, est un 
homomorphisme de groupes injectif. En effet, si f, g EKznn sont tels que t/f(f) = 
(at. ... , ad) et t/f(g) = (ht. ... , bd), on a: f(e;) = e;a;, go f(e;) = g(e;)g(a;) pour i = 1, ... , d. 
Or g(a;) =a; puisque a; ED(E), d'ou (go f)(e;) = e;b;. a;= e;. a;b; et t/f(g of)= t/f(g)(f). 
Kr. contenu dans KznD. est un 3-groupe abelien elementaire. De plus, le meme 
raisonnement que pour KznD permet de montrer que Kr est isomorphe a un sous-groupe 
de rd. 
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L'etude des BMC finies, et de leurs groupes d'automorphismes se ramene essentielle­
ment acelle des 3-BMC finies. En effet: 
PROPOSITION 3.4. Si E est une BMC "de torsion" (i.e. tout element deE est d'ordre 
fini), alors E est produit direct de deux sous-boucles caracteristiques G et H, ou G est 
I' ensemble des elements deE dont I' ordre est premier a3, et HI'ensemble des elements deE 
dont I' ordre est une puissance de 3 (voir [3, 4.1]). De plus, G est un groupe abe lien, H est une 
3-BMC, et Aut E est isomorphe au produit direct Aut.G. Aut H. 
De fait la seule information nouvelle par rapport a[3, 4.1]; asavoir l'isomorphisme de 
Aut E sur Aut G. Aut H, resulte trivialement du fait que G et H sont caracteristiques 
dans E (considerer f-+ U\a.f\H )). 
Or, si H est une 3-BMC, il resulte de [3, 6.4] que HI (/J(H) est un espace vectoriel sur IF3. 
THEOREME 3.5. So it H une 3-BMC finie d' ordre 31• La boucle quotient H/ c/J (H) est un 
3-groupe elementaire. Soit d sa dimension. \Aut H\ divise 3d(t-dl .\GL(d, IF3 )\ = 
3d(Zr-l-d)/Z. sd, ou sd est non divisible par 3. En particulier, \Aut H\ divise toujours 
3 r(r-1)/2 . sd. 
PREUVE. On a \c/J(E)\ = 3r-d, et le resultat est done une consequence du Lemme 3.2. 
REMAROUES. On a sd =(3d -1)(3d-1 -1) · · · (3 -1) (voir [7, VI.2.3]). 
Cet enonce s'apparente aun resultat classique concernant les p-groupes (cf. [8, 9]). 
4. ORDRE DE AuT (IE) DANs LE CAs Ou IE EST LIBRE 
Dans toute la section, IE est une BMC I-libre de dimension n. En ce cas, on peut obtenir 
des resultats plus precis concernant \Aut IE\, en particulier lorsque IE est une 3-BMC. 
LEMME 4.1. SiNest une s.b. caracteristique deE contenue dans c/J (E), avec les notations 
de Ia Section 3.1, 
<P 
0-+ .'J{[NJ-+ Aut IE -+Aut IE/N-+ 0 
est une suite exacte. 
PREUVE. Pour x E IE, on note i sa classe modulo N. 11 reste ademontrer que cp est 
surjective. Soit {eh ... , en} une base I-libre de IE, g un element de Aut IE/N. Pour 
i = 1, ... , n, il existe e; E IE tel que g(e;) = e;. {e~, ... , e~} est un systeme den generateurs 
deE, qui est I-libre de dimension n. Done, d'apres 2.4, {e~, ... , e~} est une base I-libre et 
en posant f(e;) = e; pour i:::; 1, ... , n, on definit f EAut IE tel que cp(f) =g. 
LEMME 4.2. Si Nest une s.b. caracteristique finie de IE contenue dans (/)(IE), avec les 
notations de 3.1, on a \X[NJ\ = \N\"; side plus IE est finie, \Aut IE\= \N\n .\Aut E/N\. 
PREUVE. D'apres le Lemme 4.1 \Aut IE\ = \.rt[NJ\ . \Aut IE/N\. 11 suffit done de prouver 
que \X[Nl\ = \N\n. On reprend la preuve du Lemme 3.1. Prenons pour {e1. ... , en} une base 
I-libre de IE. Pour tout u = (e1x1. ... , enxn) EP, il existe un endomorphisme f de IE tel que 
f(e;) = e;x; pour i = 1, ... , n. Comme x; E (/)(IE), les e;x; pour i = 1, ... , n engendrent IE (voir 
[2]); done [EAutiE. Par ailleurs, [E.'7C[Nl• car avec les notations de 4.1 cp(f) laisse 
invariants lese;. On a etabli que .'J{[N] opere transitivement sur P, d'ou \X[N]\ = \N\. 
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REMAROUE 4.3. Dans IE, on a Kr =F", d'apres le Lemme 4.2 et Ia Proposition 3.3. 
1THEOREME 4.4. Si IE= L<nh ou si IE= L(n,kl pour k EN*, avec liEI= 3 , on a: 
(i) Le groupe Kv = JCrv<ElJ (qui coincide ici avec Kef>= JCr<P<ElJ• d'apres 2.4) est d'ordre 
3(1-n)n. 
(ii) IAut lEI= 3n(-n)IGL(n, IF3)1 = 3"(2l-l-n)/2 . Sn avec Sn = n::; (3i -1). 
Ceci provient du Lemme 4.2 applique a N = c/J (E). 
CONSEQUENCES 4.5. On peut deduire du Theoreme 4.4les resultats suivants: 
jAut L(n,2)1 = 3n{(;)+[(n-l)/2]}. (3" -1)(3"-1 -1) · · · (3 -1). 
IAutL(3)1=3 6 • (33-1). (32-1). (3-1)=25 • 36 .13 
IAut L(4ll = 338 . (34-1). (33-1). (32-1). (3 -1) = 29 . 338 . 5 . 13. 
4En effet, on verra (cf. 5.3) que IL<n.2ll = 3 n+<;l_ En particulier L<3l = L<3.2l est d'ordre 3 . On 
montre en outre que L<4l =L<4.3l est d'ordre 312• 
REMAROUE. Pour n ~6, les ordres ILnl et IAut Lnl sont inconnus; on peut seulement 
49
evaluer IAut L<sll sachant que IL<sll = 3 . 
5. DESCRIPTION EXPLICITE DE AuT(£) SI E EST LIBRE DECLASSE .;;;2 
, p
5.1. CONVENTIONS D'ECRITURE. Dans toute BMC E, on notera ni=l a; Ie produit 
defini par recurrence par il~=l a;= <ni:11 a;). ap. D'apres le theon!me de Moufang 
[7, Vil.4], toute s.b. engendree par deux elements est un groupe abelien, ce qui donne un 
sensa x" pour tout n Ez, et permet en outre d'ecrire que (x. y"). ym =X. f+m. On peut 
done regrouper deux termes consecutifs egaux, ce qui donne a Ia notation ni=l af'(a; EZ) 
un sens depourvu d'ambigu"ite. 
Pour tout x ED(E), on a x 3 = 1 (voir [7]). On peut done definir une action de IF3 sur 
D(E): sinE IF a pour image canonique [n] dans IF3, on pose x[n] = x" pour tout x ED(E). 
5.2. Pour tout triplet Xt. x2, x 3 d'elements deE, on definit l'associateur (xt. x2, x3) =a 
(voir [3]). C'est une fonction antisymetrique des x;: pour toute permutation u E53 de 
signature e, on a (Xu(lh Xu<2h Xu(3)) =a •. Si en outre E est de classe 2, a depend "lineaire­
ment" de chacun des X; en ce sens que par exemple si x1 = y"zm, on a a= 
(y, X2, X3)". (z, x2, x3)m (voir [6]). 
LEMME 5.3 DE STRUCTURE DES BMC DECLASSE .;;;2 (IMPLICITE DANS [6, THEOREM 
9A]). Soit E une BMC declasse .;;;2, engendrie par {et. ... , en}, avec n ~ 3. 
(i) Tout iliment X de E s 'icrit 
n 
x' n xiikX = n e; . e;ik, 
i=l l~i<j<k:s;n 
(ii) Si 
n 
Y = n e,Y'. n yiike;ik, 
i=l l~i<j<k-s::;n 
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. "k 
avec y' E Z, y'1 E IF3, alors 
n 
pi I1 piikX . Y = I1 e; . e;ik, 
i=l l~i<j<k~n 
avec: 
(1~i~n) 
(5.3.1);;IJ (mod 3) (l~i<j<k~n). 
Side plus E = D...(n,2l> Ia decomposition de X decrite ci-dessus est unique. 
THEOREME 5.4 (BRUCK [6, 9A]) 
(i) D...(n,2l est l'ensemble (Zn x IF~l), organise par Ia loi qui aux suites X= ((x;)t,.;,.n, 
( iik) ) y _ (( ;) ( iik) ) · l d · X y _x l"'i<i<k"'n , et - y l"'i"'m y l"'i<i<k"'n assocze e pro Ult . ­
((pi)t,.;,.m (piikh,.i<i<k"'n) defini par les Relations 6.3.1). 
(ii) D (IE) = (0) x IF~l et Z (IE) = 3Zn x IF~l 
(iii) IE= D...(n,2l admetpour base libre lese;= (a;, O)(i = 1, ... , n) tels que {ah ... , an} so it Ia 
base canonique du Z-module zn. 
REMARQUE. Dans Ia base {eh ... , en} definie en 5.4 (iii), l'element 
de D...(n,2l s'ecrit 
= I1 ex,. i I1 xiikX e iik, 
l~i=s;;n l~i<j<k~n 
Dans Ia suite, ces deux ecritures seront utilisees. 
CoROLLAIRE 5.5. L(n,2l est !'ensemble (IF3xiF~l), organise par Ia loi definie par les 
Identites (5.3.1), les sea/aires se trouvant dans IF3. · 
PREUVE. Tout morphisme f de L(n,2) = zn X IF~) dans une BMC d'exposant 3 verifie 
/(3 . zn x {0}) = 1, et done se factorise de maniere unique en un morphisme de depart 
n (")( Z13z.) x Z'i. 
5.6. Dans toute Ia section, IE= D...(n,2l> {eah"'a"'n est Ia base libre de IE definie en 5.4(iii). 
Soit End IE l'ensemble des endomorphismes de Ia BMC IE. A tout f E End IE, on associe un 
element (l, A) du produit cartesien (End zn) x IFn(jl defini comme suit. 
La projection p 1 : IE = zn x IF~l ~ zn est un morphisme de BMC de noyau D (IE) = IF~l. 
Comme D(IE) est une s.b. invariante par tout f E End IE, il existe un endomorphisme unique 
l du groupe abelien zn rendant le diagramme ci-dessous commutatif: 
(") Pt ,IE = zn X IF 'i ______,. Z" 
lr ~~ 
(") PtIE F 7L" X IF'i ______,. Z" 
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Par ailleurs, pour tout element ea de la base libre {et. o o o, en} de IE, f(ea) = (xa, Aa), avec 
Xa E7l." et Aa = (A~kh""i<j<k""nE IF!Po On pose A = (Aa)l""a""n; on le notera 
( ' ijk) t '1' t d IF"<~I0 '"a l""i<j<k""n,l""a""n' c es un e em en e 3 0 
Dans la suite, on notera p (f)= (1, A)o 
Si l, l' soot deux elements de End 7L", on notera ((a~))l""a""n,l""t!""" et ((b~))l""a""n,kt!""" 
leurs matrices respectives dans la base canonique de 7L"o .::1g~B designera le determinant 
i i i
at! a'Y aB 
aja~ 'Y a~ k k k
at! a'Y aB 
.::!~~~ le determinant obtenu de la meme maniere, apartir de la matrice ((b~))o 
So it X E IE; on a X= (x, A) E7l." x !Fj~1 0 Pour l EEnd 7L", on notera i(X) = (l(x ), O)o i est 
une application de D..(n,21 = 7L" x IF3~ 1 dans 7l." x (0). 
LEMME 5. 7. So it IE = D..(n,21• L 'application p definie ci-dessus est une bijection de End IE 
sur (EndlL")x!F"(~I. Si f,gEEndiE et si p(f)=(l,A) et p(g)=(l',t-t) avec A= 
( \ ijk) - ( ijk) l ( /) - (I' 0 l ) ­/\a l""i<j<k""n,l""a""n et f.L - f.La l""i<j<k""n,l""a"""' a ors p g 0 - ' v avec v­ijk
(va ) l~i<j<k~n.l~a~n et 
(5.7.1) 
avec les notations adoptees en 5.60 
Si f, g EEnd IE soot tels que p(f) = (1, A)= p(g), on a necessairement f(ea) = e~ = g(ea) 
pour a= 1, ... , n, d'ouf=g. 
Par ailleurs, les ea(a = 1, ... , n) formant une base libre il existe un endomorphisme 
unique f de IE tel que f(ea) = e~ pour a= 1, .. o, n. Alors p 1 designant comme en 5.6 la 
projection de IE sur Z", on a: l o Pl(ea) = P1 o f(ea) = i(ea) etf(ea) = (i(ea), (A~k)ki<j<hn) 
pour a= 1, ... , n. On en deduit que p(f) = (1, A), ce qui prouve la surjectivite de p. 
So it 
X = rr
n 
exaa rr e xiikijk . 
a=l l.s;;_i<j<k~n 
Calculous f(X): 
D'apres la definition du produit de n termes dans IE: 
f(X) = f1 
n 
f(eata. f1 f(e;jkt'i•. 
a=l l~i<j<k.s:.;.n 
Or: 
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Les elements e"t;txa appartenant au centre qui est un groupe abelien, on a: 
Par ailleurs f(eiik) = f(ei, ei> ek) = (f(ej), f(ei), f(ek)), d'ou f(eiik) = (i(ei)Ai, i(ei). Ai> 
i(ek)Ak), avec Ai E Z(E), Ai E Z(E), Ak E Z(E). On a done: f(eiik) = (i(eJ, (i(ei), i(ek)) 
c'est-a-dire 
n n n ) f(eiik) = ( f1 e~~. f1 e~if, f1 e~~ , {3 =1 {3=1 {3=1 
qui apparait comme un produit de commutateurs e13 -v8• L'exposant de e13-v8 sera ..::1~~8• Les 
elements e(3y{j etant dans le centre, on obtient done 
.d~...,s iike 11k X 
/3y8 ' 
et 
)xiik fJ L .dtJySxiik/(eiik = e 13~8;<k ijkf1 
l:S;,i<j<k~n 1~{3<y<8~n 
n e~~<y<o5,jt3y8xBY8• 
l~i<j<k..:.;;n 
Finalement: 
f(X) = fi i(ea ra f1 e!Ii ~ 1 l..jlkxa f1 ezyry<B.!J;;.x<M (5.7.2) 
a =1 l~i<j<k~n t:os:;i<j<k~n 
f(X)= fi i(ea)xa • n e~~=tA~kxa+La<v<.s.dJi.:SxS-vB. 
a=t l~i<j<k~n 
On va determiner (go f)(ea) pour 1::;;:: a::;;:: n. On sait que 
fJn aS Aiikf (ea )= fi e{3a. eijka· 
13=1 1""i<j<k""n 
En utilisant la Formule (5.7.2): 
d'ou on deduit (5.7.1). 
THEOREME 5.8. Soit IE= IL(n,Z) avec n;;,: 3 et D = D(IE); les notations etant cel/es du 
Lemme 5.7, 
(i) Ia restriction de p a Aut IE est une bijection de Aut IE sur (Aut zn) x IF~(3l. 
(ii) Ia suite: 
o~Kv ~Aut IE~Aut IE;v ~ 0 
est exacte et scindee, et par suite Aut IE est produit semi-direct du sous-groupe normal 
Ko (3-groupe abilien elementaire de dimension n Cm par un sous-groupe H isomorphe 
aAut 7Ln. 
PREUVE.Soientf E End IE etp(f) =(/,A). Sif E Aut IE, alors IE Aut 7Ln puisque I s'obtient 
en factorisant f a travers IE;v. Inversement si IE Aut 7Ln, la surjectivite de I donne 
308 L. Beneteau et J. Lacaze 
/('f.). D ='f., done /('f.)= 'f. puisque D est une s.b. generiquement inutile (cf. [3]); par suite f 
est un automorphisme d'apres 2.4. On a done (i). Parle Lemme 4.1, nous savons que la 
suite 0 ~Kv ~Aut 'f.~ Aut E;v ~ 0 est exacte. En outre, 'f. est de classe 2, done F('f.) = 
D('f.); d'apres 4.3 le sous-groupe Kr = Kv est isomorphe au produit cartesien (r{'f.)f. 
Comme par ailleurs 'f.;v =Z" et que l'application cp du Lemme 4.1 n'est autre ici que 
l'application qui a I c Aut 'f. fait correspondre cp(f) = l, il nous reste a verifier que la suite: 
0 ~Kv ~Aut 'f.~ Aut Z" ~ 0 est scindee. Soit r: Aut zn ~Aut 'f. definie par r(l) = (1, 0). 
Pour l' E Aut zn, uncalculdirectal'aidede (5.7.1)montreque (/', 0) o (1, 0) = (l' o l, 0); rest 
done un homomorphisme. En outre cp(r(l)) = cp(l, 0) =I; rest done une retraction de cp, 
dont l'image est le sous-groupe H = {(!, 0)/ l E Aut zn}. Ceci termine la preuve du 
Theoreme 5.8. 
On etablit de meme que: 
PROPOSITION 5.9. Aut(L(n,2)) est produit semi-direct d' un 3-groupe abe lien etementaire 
de dimension n . (3) et du groupe lineaire GL(n, IF3 ). 
De fait, le diagramme commutatif 
n_(n,2)~ zn 
L L 
L<n.2l~ IF3 
ou les fleches verticales sont obtenues en prenant les images canoniques des elements de Z 
de IF3, permet de definir une suite exacte scindee: 
O~Kv<Ln.2l ~AutL<n,2)~AutiF3~0 
par commutation du diagramme: 
0 ~ K D(lln,2l ~Aut n_(n,2) ~Aut zn ~ 0 
s l 1 l 
0 ~ K D(Ln,2) ~Aut L(n,2) ~ GL(n, IF3) ~ 0 
'p , • K n(")
rec1sons que D<D-n.2l =Kv<Ln.2 l =IF3 3 • 
CoROLLAIRE 5.10. Aut(L<3l) est produit semi-direct de IF~ par GL(3, IF3). 
PREUVE. D'apres le tbeoreme de Bruck-Slaby, L<3l = L<3.2l et on peut done appliquer 
5.9. 
REMARQUES 
(i) Une description plus precise de Aut(L(3)) peut etre donnee a l'aide de 5.7. Avec les 
notations de cette section, compte tenu du fait qu'ici la seule suite i, j, k avec 
1 ,:::: .< . < k ,.:::: - 3 t (1 2 3) , . ' - ' 123 - 123 - 123~1 j ~n- eS , , , On ecnt Aa-1\a, J.La-J.La, Va-Va pour 
chaque a= 1, 2, 3. De sorte qu'avec les notations de 5.7 ainsi simplifiees, si 
p(f) = (l; At. A2, A3) et p(g) = (!'; J.Lt. J.L 2, J.L 3), on a p(g of)= (l' o l; Vt. v2, v3) avec 
pour chaque a = 1, 2, 3 
3 
Va= L J.Li3a~+..1'Aa 
(3~1 
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J' etant le determinant de I' 
J' = 
b~ 
bi 
bi 
b~ 
b~ 
b~ 
bj 
bj 
bj 
(ii) L'ordre de Aut(L<4l) a ete donne en 4.5, mais Ia structure de ce groupe demeure 
inconnue. Le procede applique aL<JJ n'est pas renouvelable ici, car L<4 •2 l (qui ne 
comporte que 38 elements) est un quotient strict de L<4l dont l'ordre est 312 (voir [2]). 
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